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Exercices — Séquence n° 16 - CALCUL INTEGRAL

Ch : CHERCHER lMg_-.Monﬁusm ‘gg_;mnﬁsmm ‘BQJRAISONNER l(}a_.CALCULBR Co : COMMUNIQUER

Exercice1| [Re-Ca]
Dans le repére orthonormé ci-contre est graphiquement représentée une fonction f. Alaide de ce graphique, calculer les
intégrales suivantes :

6 T 2
1) Lf(x) dx 2) Lf(x)dx 3) fof(x)dx

[Re-Ca]

f estlafonction définie sur [0; 2] par f (x) = (2 —x)e*.
Dans un repére orthogonal, voici Ja courbe représentative Cy de la fonction f.

e
]/’/ |

: i
On s'intéresse au nombre: [ =[ f(x)dx Ve e
3 los e
1) Proposerun encadrement du nombre I par deux nombres entiers. 1 : L
0,5+ : \
13

i
LU

2) Déterminer le nombre I avec la calculatrice.

Oigs 15
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[Ca-Co]

x
Etudier les variations de la fonction f définie sur [=5; 400 par f(x) = f t*+2t—-5)dt
-5

[Ca]

la fonction définie sur [0; + o
Sl R o
f estla fonction définie sur [0 ; +oo[ par f(x Gt D7
) ; 5
Vérifier que la fonction F : x = =1 est une primitive de la fonction f sur [0 ; +oo[ puis déterminer f fx) dx.
0

Exercice 5| [Ca]
Calculer chaque intégrale a 'aide d’une primitive.
4_» 1 . -1 7/ 49 3 1 x
2o P x—1 o e — e
1) f_l(x 4x — 1) dx 2) f_ze dx 3) f_z = dx 4) fz T dx 5) fo 1 +3xzdx

1

51/6 1 4 2 2e e
6) f (sin(x) — cos(2x)) dx 7) f ——dx 8) f 3x2(5x% — 1) dx 9 — dx
5 0o (x+2)2 A i

[Ca]

Voici un écran de calcul formel.
1) Interpréter et vérifier le résultat affiché.

Intégrale(e*3*In0}
2) Déterminer I'expression explicite de la fonction F définie sur 10; +oo[
: par:

—

1
s 4 — 4 ; :
T +4 x In{x)+ s

F(x) = fxt3 In(t) dt

[ca]

En probabilité, on définit 1a loi exponentielle de parameétre 1 > 0 de la fagon suivante : si X est une variable aléatoire suivant
la loi exponentielle alors, pour tous réels a > 0 eth > 0 tels que a < b,ona:

b
Pla<X<bh) =f Ae gy
a
1) Démontrerque P(a <X<bh)=e 22 —e~ puisque P(0 <X <h) =1—e-,

2) Ladurée de vie (en mois) d’'une montre connectée est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre
A = 0,05. Quelle est la probabilité qu'une telle montre ait une durée de vie comprise entre 6 mois et 2 ans ?

 [Exercice 8] [Re-Ca]

1 3
Soitf:x —Exz +2x = définie sur [0; 2].

La courbe représentative C de la fonction f est tracée dans
le repére ci-contre.

Calculer l'aire 4, en unité d’aire, du domaine coloré.

Exercice 9] [Ca-Co]
1) FEtudier le signe de la fonction f définie sur R par f(x) = x2 —x — 2.

2) Dans chaque cas, en déduire le signe de l'intégrale.

a. f_ :f(x)dx b. f_ Zlf(x)dx c. L sf(x)dx
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[Ca]

3 3
f et g sont deux fonctions continues sur l'intervalle [—1; 3] telles que f flx)ydx =2 et J g(x)dx = —2.
; -1 -1

- Déterminer f : (3f(x) + 49 (x)) dx.

[Re-Ca] it -
g est la fonction définie sur R par: g(x) = (2 cos(x) — 1) sin(x) Canh
On donne ci-contre la courbe représentative de la fonction g dans un repere
orthonormé. s Wl
Calculer laire, en unité d’aire, du domaine coloré sur le graphique.

Exercice 12| [Ca-Ra-Re]
Soient f et g les fonctions définies sur R par flx)=2x*—2 et g(x) = x2 —4x +3.
1) Etudier, sur R, le signe de f(x) — g(x).
2) On se place dans un repere orthonormé. Déterminer, en unité d’aire, I'aire du domaine délimité par les courbes
représentatives des fonctions f et g etles droites d’équations :
a. x=_—2etx=1 b. x=2etx=3.

[Exercice 13] [Ra-Ca-Co]

f est la fonction définie sur R par {Zx hlosie=’

3
St et Justifier la continuité de f sur R puis calculer f_ 2f (x) dx.

[Ca]

Soit f une fonction dont le tableau de variations est donné ci-contre. x —6 1 3 5

1) Donner le signe puis un encadrement de :

7 -1
a. J;f(t)dt b. L “fo dt. I 4/ \‘_3/

3
2) Peut— on connaitre le signe de j fde?
1

[Exercice 15| [Ra-Cal

Comparer les intégrales I et ] lorsque :

x2

1 1 1 1
S 2 = x2+1 X
11 foe dx et ] J;e X ) 1 fo1+x2 x et ] L1+x2dx

[Exercice 16] [Ra-Cal

Déterminer un encadrement de f =
e

3

dx.

2m in(x
dx puis de f SnG)
/2

[Ca-Ra]

On considére la fonction g, définie sur ]0 ; +oof, par: q(x) = xIn(x).
1) Déterminer deux réelsa et b tels que la fonction Q définie sur]0; +oo[ par: Q(x) = ax? In(x) + bx? soit une primitive

de q sur]0; +oof.

4
2) En déduire une valeur exacte de f q(x) dx.
1
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[Ca]

Calculer la valeur moyenne de la fonction f : x sur l'intervalle I = [e72;e7]

1
xIn(x)

Exercice 19| [Ca]

Dans une usine, un four cuit des céramiques a température de 1000°C. On note t le temps, en heure, écoulé depuis I'instant ou
le four a été éteint. La température du four (en °C) a l'instant ¢ est donnée par la fonction f définie par:

t
f(t) =980e75 + 20
Calculer la température moyenne du four sur les 15 premiéres heures de refroidissement.

[Bxercice 20] [Ca-Co-Ra]

Calculer chaque intégrale en intégrant par parties :
3

T 2 e 1
1) foxcos(x)dx 2) L(3x+1)e‘xdx 3) flx3 In(x) dx 4) fo-(-s—x:_—?’)sdx 5) f_13xse"2dx

[Ca-Ra-Co]

x®—6x%+x
f estla fonction définie sur ]—o0; 1] U ]1; +oo[par: f(x) = —————n

1=

1) Déterminer les réels a, b, c etd tels que, pour tout réel x # 1, fx) =ax? +bx+c+ =
o :
2

3 2) Calculer f f(x) dx.
0
3
3) En intégrant par parties, calculer l'intégrale : 1 = f 2(3x2 —12x+1) In(1 — x) dx.
0
Exercice 22| [Ca-Ra-Co]
Calculer les intégrales données a I'aide d’une double intégration par parties :
1 3 L
1) f x%e*dx 2) L x? cos(x) dx 3) fzex cos(x) dx
0 ' 3 g

2

[Bxercice 23] [Ch-Ra-Ca-Co]

On considere la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par f(x) = ke ™* ou k estun
réel strictement positif.

On appelle C; sa représentation graphique dans le repére orthonormé (0 ;7, J) ci-contre.

On considére le point A de la courbe C '+ d'abscisse 0 et le point B de la courbe C, '+ d'abscisse
1. Le point C a pour coordonnées (1 ; 0).

D estle délimité par I'axe des ordonnées, la courbe C r etle segment [OB].

Montrer qu'il existe une unique valeur du réel k strictement positive telle que l'aire du
domaine D vaut le double de celle du triangle OCB.
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[Ca-Ra-Ch-Co]

Une entreprise vend des voitures télécommandées. Les ventes mensuelles varient entre 1000 et 5000 voitures. Une étude
montre que la recette mensuelle totale de V'entreprise est de 70 000 euros lorsqu’elle vend 1000 voitures. On note r(x) la
recette mensuelle réalisée par I'entreprise, exprimée en dizaine de milliers d’euros, pour la vente de x milliers de voitures.

1) Donner r(1).
2) Onadmet que, pour toutx € [1;5], la recette mensuelle est modélisée parr(x) = 6 + x + 2In(x).
Etudier les variations de 7 sur Uintervalle [1; 5].

3) Soit g la fonction définie, pour tout x € [1;5], par g(x) = 2In(x).

2. En utilisant une intégration par parties, déterminer une primitive G de la fonction g sur [1;5]

b. En déduire une primitive R de la fonction 7 sur l'intervalle [1; 5].

c. Déterminer I'arrondi 4 une dizaine d’euros prés de la recette mensuelle moyenne lorsque l'entreprise vend

entre 2000 et 4000 voitures télécommandees.

[Ca-Ra-Co]

1
On considére la suite (I,,) définie, pour tout entier naturel n non nul, par I, = f x"e* dx.
0

Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses en justifiant la réponse.

1) Affirmation1: _
; el S 1 n+l
« Pour tout entier naturel n supérieur ou égalalona: I, = 5 e Ly, »

2) Affirmation2:

« La suite (I,,) est décroissante »
3) Affirmation3:

« La suite (I,,) converge vers 0 »

[Ch-Ra-Ca-Co]

1
1—x

1 1
2 73 .
x
On considére la suite (1,,) définie par I, = f dx et, pour tout entier naturel 7 non nul, I, = f T dx .
0 0
1) Montrerque I, =In2.

2) Calculerl, —1; puisen déduire la valeur de 1;.
n+i

1
@
n+1’
4) Ecrire, en langage Python, une fonction qui permet de déterminer, pour un entier naturel n saisi par l'utilisateur, la

3) Montrer que, pour tout entier natureln, I, — I, =

valeur de I,,.

5) Soitn unentier naturel non nul.
n

g 1 x 1 :
a. Montrer quesi x € [O;E] alors 0 < L < T puisque 0 <1, < o

b. En déduire la limite de la suite (I,) lorsque tend vers +oo.

N e Izt
@G, L8
2 2 3 o

a. Montrer que, pour tout entier natureln non-nul, S, =1y —1,

6) Pour tout entier naturel z# non nul, on pose S, =

b. Déterminer alors la limite de la suite (S,) quand n tend vers +oo.
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[Ch-Ra-Ca-Co]
Pout tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, on désigne par f;, la fonction définie sur [0 ; 1] par f, (x) = x"e*.
On note C, la courbe représentative de la fonction £, dans un repére orthonormé (0 ; 7, 7) du plan.
On désigne par (1,,) la suite définie pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1 par:
1
I, = f xlefdx.
0

Partie 1

1) a. Ondésigne par F; la fonction définie sur [0; 1] par F; (x) = (x — 1) e*. Vérifier que F; est une primitive de fi.

b. Calculerl;.
2) Alaide d'une intégration par parties, établir la relation pour tout entier naturel n supérieur ou égala 1:
Lyi=e—m+1)I froz math fmport e # la constante d’Euler e
n n
3) CalculerL,. def mystere{n}:
a=1
4) On considére la fonction « mystére » écrite en langage Python ci-contre : ; L = {al

for i in range{i,n):

Al'aide des question précédentes, expliquer ce que renvoie I'appel mystére(5). Sy

Partie 2 L.append{a)

return L

1) Surle graphique ci-dessous, on a représenté les courbes C;, C,, 3, Cyq, Cyq €t Cso.

a. Donner une interprétation graphique deI,,.
b. Quelle conjecture peut-on émettre sur la limite de la suite (I,,) ?

2) Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égala1:
1

L5 OSlnSefx"dx

0

3) Endéduire lim I,,.
n—-oco

[Ca-Ra-Ch-Mo] L’intégrale de GAUSS
Partie A : Etude d'une fonction

: 2
On consideére la fonction f définie sur R par f(x) = —e~*".

Vi

1) Démontrer que la fonction f est paire. A quel intervalle I 'étude de f peut-elle donc étre restreinte ?
2) Etudier les variations de f sur I et dresser le tableau de variations complet sur .

3) Amainlevée, représenter f sur I dans le repére suivant puis expliquer comment obtenir sa courbe sur R.

05

Partie B : Estimation d’une aire
Soit x un réel strictement positif.
4) ATaide de la méthode des rectangles, écrire, en langage Python, une fonction qui prend en argument le réel x etle
nombre n d'intervalles de la subdivision et qui renvoie un encadrement de f(f f@@) dt.
5) Que renvoie cette fonction :
a. pour x =10 et n = 10007 b. pour x =100 et n = 10000 ?

6) Onadmet que : f;wf(t) dt = xl_i,Tm(foxf(t) dt)

a. Conjecturer la valeur de f;w f@®)dt

b. Conjecturer alors la valeur de I'intégrale f:': e~ dt dite de GAUSS, résultat qu’on admettra.
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[Ca-Ra~Co]

Un publicitaire souhaite imprimer le logo ci-dessous sur un tee-shirt:

1l dessine ce logo a l'aide des courbes de deux fonctions f et g définies sur R par:
f(x) = e *(—cosx +sinx+1) et g(x) = —e ¥ cosx

Partie A : Etude de la fonction f
1) Justifier que, pour tout réelx, —e* < f(x) <3e™
2) En déduire la limite de f en +oo.
3) Justifier que la fonction f est dérivable sur R puis montrer que, pour tout réelx, f'(x) = e *(2cosx — 1)
4) Dans cette question, on étudie la fonction f sur l'intervalle [-7; 7].

a. Déterminer le signe de f '(x) pour x appartenant a lintervalle [-1; 7t].

b. En déduire les variations de f sur [-m; 7].

Partie B : Aire du logo ™
On note C; et C; les courbes représentatives des fonctions f et g dans e repere” =l Gt el e
orthonormé du plan ci-contre d'unité graphique 2 cm. 3

5) Etudier la position relative des courbes C; et C.

6) ATlaide d’'une double intégration par parties, montrer que :

o e diypane o
f_ﬂsm(x)e dxz-z-(e 2 —ez)
2

7) On note D le domaine délimité par la courbe Cy, la courbe C, et les droites

. . T 3n
d’équations x = —7 €t x ==-.

En déduire, en unité d’aire, 'aire du domaine D, puis en donner une valeur approchée a 1072 prés en cm?.

[Exercice 30| [Ra-Ca]

1 xeX 1 1
Onpose:]:fomdx et ]=Lm;dx.

1) Alaide d’une intégration par parties, exprimer I en fonction de].
ik e ™
2) Démontrer que, pour toutréel x, =- :
) q b 1+e* e*+1

3) Endéduire la valeur de J puis déterminer alors la valeur de 1.

Exercice 31| [Ca-Ra-Ch-Co]
Pour tout entier naturel n, on considere les intégrales suivantes :

T T
I, =f e ™sin(x)dx et J, =J e ™ cos(x) dx
0 0

1) Calculerl,.
2) a. Justifier que pour tout entier natureln,onal, =0.
b. Montrer que pour tout entier natureln,onaly, — I, <0
c. Déduire des deux questions précédentes que la suite (I,,) converge.
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3) a. Montrer que pour tout entier natureln,ona:

T
I Sf e=ldx
0

b. Montrer que pour tout entier natureln > 1,ona:

n 1— e—n7
(e
0 n

c. Déduire des deux questions précédentes la limite de la suite (1,,).

4) a. Enintégrant par parties 'intégrale I,, de deux fagons différentes, établir les deux relations suxvantes, pour tout
entier natureln > 1:

1
n=1+e™—n], et In=;]n

b. En déduire que pour tout entier natureln > 1,on a: 1 frommath import*
14 enm 2 defseuil(}:
I,=———5 3 n=0
1+ n? 4 [=2
5) On souhaite obtenir le rang n a partir duquel la suite (I,,) dvient inférieure a 0,1. Z v
Recopier et compléter la 5éme ligne du script Python suivant avec la commande appropriée. | , I=(l+exp(-n*pil}Hlo*n+1}
8 returnn

Exercice 32| [Ca-Ra-Ch-Co]

Partie A : Lectures graphiques

i ;
On consideére la fonction f définie sur l'intervalle [0; +oo[ par f(x) = (ax + b)e 2" ou a et b désignent deux réels.

Sa courbe représentative C; est tracée ci-dessous ; elle coupe I'axe des ordonnées au point d’ordonnée 1 et admet une tangente
horizontale au point d’abscisse 1.

1) Donner les valeurs de f(0) et f'(1).

sl

2) Démontrer que, pour tout x € [0; +oo[, f'(x) = (— %ax — %b + a) e

3) Déterminer alors les valeurs de a et b.

Partie B : Etude d’une fonction
1
Pour la suite de I'exercice, on admet que la fonction f est définie sur [0; +oo[ par f(x) = (x + 1)e 2"
1
5 1
4) Justifier que, pour toutx € [0; +], f(x) =2 ZT +e 2%,
e2*

5) En déduire la limite de la fonction f en +co.
6) Etudier les variations de la fonction f sur [0; +0[ et construire son tableau de variations.

7) Démontrer que I'équation f(x) = 0,07 admet une unique solution « sur l'intervalle [0; +oo[ puns en donner la valeur
arrondie a l'unité.

Partie C : Modélisation d'un tas de sable

Dans cette partie, on consideére que la courbe de la fonction f modélise le profil d'un tas de sable.

La longueur x et la hauteur f(x) sont exprimées en métres.

Ainsi, le fait que f(0) = 1 signifie qu'a son extrémité gauche, la hauteur du tas de sable est de 1 métre.
On souhaite que le tas de sable soit limité par deux murs comme indiqué sur le schéma ci-dessous.

Le mur de gauche coincide avec I'axe des ordonnées et le mur de droite est placé de telle sorte
que la hauteur de sable a cet endroit estde 7 cm.

8) Pourquoi le mur de droite doit-il étre placé a environ 10 métres du mur de gauche ?

9) Pour pouvoir créer un terrain de sport sur sable, on décide de niveler le tas de sable, c’est-a-dire de 'étaler a une
méme hauteur entre les deux murs.

Quelle sera la hauteur, arrondie au centimeétre, du tas de sable une fois le nivellement réalisé ? Expliquer.
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[Ca-Ra-Ch-Ca]
Partie A : étude de Ia fonction f
La fonction f est définie sur 0 ; +oo[ par f(x) = x — 2 +%ln(x).

. Déterminer en justifiant, les limites de f en 0 eten +oo.

D

_ Etudier le sens de variations de f sur ]0; +oo[.
. Etudier la convexité de f sur ]0; +ool.

QN o oW

2) a. Montrer que 1 'équation f(x) = 0 admetdans ]0; +oo[ une solution unique qu'on notera a et justifier que «a

appartienta [1; 2].
b. Déterminer le signe de f(x) sur]0; +oo[.

c. Montrer que In(a) = 2(2 — a)a.

Partie B : étude de la fonction g

La fonction f est définie sur ]0; 1] par g(x) = —-;-xz +x— -i:len(x).

1) Montrer que g est dérivable sur]0; 1] et que pour tout x de ]0; 1], g'(x) = xf (—:—)

2) a. Justifier que pour toutx de |0; il on af =}>0.
= a X

. Montrer que f est dérivable sur]0; +oo[ et que pour tout x de]0; +oof, f'(x) =

b. On admet le tableau de signes suivant: x 0 i
En déduire le tableau de variations de g sur 0 ; 1]. s :
Les images et les limiutes ne sont pas demandées. signe de f (;) 0

On a représenté sur le graphique ci-contre :
e Lacourbe C, delafonction g ;

e Laparabole P d’équationy = —%xz + x sur l'intervalle ]0 ; 1].

Tie Spécialité Mathématiques - 2025/2026

o! o1

On souhaite calculer l'aire A du domaine hachuré entre les courbes Cg et P, et les droites d’équations x =

On rappelle que In(a) = 2(2 — a)a.

1) a. Justifier la position relatives des courbes C, et P sur l'intervalle ]0; 1].

b. Démontrer l'égalité :
—a® —6a +13

9a3

1
fl x2In(x) dx =

a

2) En déduire I'expression, en fonction de a, de I'aire A.
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[Ch-Ra-Ca-Co] Bac Polynésie, juin 2025

On munit le plan d'un repére orthonormé. Pour tout entier naturel n, on consideére la fonction f, définie sur [0; +oo[ par:
fo(x) =e*etpourn =1, f,,(x) = x"e™*

Pour tout entier naturel i, on note C, la courbe représentative de la fonction f;,.
 Les parties A et B sont indépendantes.
Partie A : Etude des fonction f, pourn > 1.

On considére un entier natureln > 1.
1) a. On admet que la fonction f;, est dérivable sur [0 ; +oo[. Montrer que pour tout x > 0,

fix)=@m~—-x)x"te™

b. Justifier tous les éléments du tableau ci-contre: x_i0 n +00
f,’,(x) + 0 =
n
(8}
2) Justifier par le calcul que le point A(1 ; e~*) appartient a courbe C,,. In
Partie B : Etude des intégrales f, f,,(x)dx pourn > 0 0 0

Dans cette partie, on étudie les fonctions f, sur sur [0; 1] et on considére la
suite (I,,) définie pour tout entier naturel n par:

[i— J:f,,(x)dx = folx"e”"dx

1) Surle graphique ci-contre, on a représenté les courbes Cg, Cy, €y, Ciq
et Cyg0-
a. Donner une interprétation graphique de I,,.

b. Par lecture de ce graphique, quelle conjecture peut-on émettre

sur la limite de la suite (7,,)

2) CalculerI,.

3) a. Soitn un entier naturel.
Démontrer que pour toutx € [0;1], 0 < x™*1 < x™
b. En déduire que pour tout entier naturel n, on a:
0< In+1 = In

i

¥

4) Démontrer que la suite () est convergente, vers une limite S ax 02 05 oA s 05 a7 ob 03 1o
positive ou nulle que 'on notera L. R SR - e

5) En utilisant une intégration par parties, démontrer que pour tout entier naturel n, on a:

1
Inyy = (n+ DI — ;

6) a.Démontrer que sil > 0, I'égalité de la question 5 conduit a une contradiction.
b.Démontrer que ! = 0. On pourra utiliser la question 6)a.

On donne ci-contre le script de la fonction mystere, écrite en langage Python. On a importé la constante e.

7) Que renvoie mystere(100) dans le contexte de 'exercice ? def mystere(n):
2 I=1-1/e
L = [1]

for i in range(n):
I=(i+ 1)*I - 1/e
L.append(I)

return L
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Exercices - Séquence n° 16 - Calcul intégral

Tt Spécialité Mathématiques - 2025/ 2026

[ Pour s’entrainer

=

Pour t'entrafner davantage sur le calcul d’intégrales, voici quelques références d exercices dans ton manuel : Exercices 44

51 page 255 & exercices 83, 85 et 88 page 258

Exercice 35| [Ra-Ch]

Un organisme de vacances souhaite ouvrir un centre avec une piscine bordée de sable.
1 dispose d'un espace rectangulaire de 25 métres de longueur sur 14 metres de largeur

et la piscine et la « plage » se partagent I’espace comme indiqué sur le schéma ci-contre.
La bordure est modélisée par la fonction f définie sur [0; 25] par f(x) = (5x + The=l2x

1) SoitF la fonction définie sur [0 ; 25] par F(x) = (—25x — 160)e~%2* .
Démontrer que F est une primitive de f sur [0; 25].

2) Quelle estl'aire en m? de la zone hachurée représentant la piscine ?

A AN g
LAY XA XA LA YA
T 234567 891011 121314151517 181932021 222324 25

3) L'organisme décide de remplacer cette piscine par une piscine rectangulaire de 25 métres de longueur et de méme

superficie. Quelle en sera la largeur arrondie au dixiéme de metre ?

Exercice 36| [Ca]
Calculer chaque intégrale en intégrant par parties :
1 f: x cos(x) dx 2. f02(3x +1)e *dx 3. fle(zx + 1) In(x) dx
1 1 3
4 | Eﬁz')—sdx 5. [ ,2x(8x+2)*dx 6 | 3x3e*" dx

Pour t'entrainer davantage sur la méthode d'intégration par parties, voici quelques références d'exercices dans ton manuel :

Exercices 53 8 59 page 255

[Ca]

Calculer les intégrales données a I'aide d'une double intégration par parties :

1. f_zlgxse"zdx 2. fol—x8(2x3+1)"’dx 3, f:

[Exercice 38| [Ra-Ca~Co]
n

. +11
Pour tout entier naturel n non nul, on pose: I = L —dx.

. = 1 1
1) Démontrer que pour toutentier naturelnnonnul: —< ==

2) La suite (I,,) est-elle convergente ?

[Exercice 39| [Ra-Ca-Co]

x2

(x+1)*

: Al = T
Pour tout entier natureln > 1, on note I, = fo x"e~* dx. Ainsi, par exemple, lorsquen = 1,0na: I, = fo xe ™ dx.

1) On considére les fonctions f et F définies sur [0; 1] par f(x) =xe™™ et F(x) = (—x—1e™™

a. Démontrer que la fonction F estune primitive de la fonction fsur [0;1].

b. Endéduire la valeur de I;.
- Page 11 -
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2) Pour tout entier naturel n > 1, on note C, la courbe représentative de la fonction x = x™e™*.
On areprésenté dans le repére orthogonal ci-dessous, quelques courbes représentatives de la fonction x ~ x"e~*

pour différentes valeurs de n. - A
(.4

a. Interpréter graphiquement I,,, pour tout entier natureln > 1.
Justifier.

b. A partir du graphique, conjecturer le sens de variation
et la limite de la suite (7,)).

Pour les guestions suivan

3) a. Démontrer que pour tout entier natureln > 1, I,,, — I, = fol xte ™ (x — 1)dx.
b. En déduire le sens de variation de la suite (/,,).
c. En déduire que la suite (I,) est convergente.

4) a. Démontrer que pour tout entier naturel n > 1 et pour tout x de [0z ezt < xt
b. En déduire que pour tout entier natureln > 1, I, < n;ﬂ

c. En déduire la limite de la suite (,,).

[Exercice 40] [Re-Ra-Ca-Co]

Soient f et g les fonctions définies sur Rpar: f(x) = 2x2—2 et g(x) = x? — 4x + 3.

. 1) Montrer que pour toutréel x, f(x) — g(x) = (x — 1)(x + 5).
2) En déduire le tableau de signes de f(x) — g(x) sur R.

3) Onse place dans un repére orthonormé. Déterminer, en unité d’aire, I'aire du domaine délimité par les courbes
représentatives des fonctions f et g et les droites d’équations :
a x=-—-2etx=1.

b. x=2etx=3.

[Re-Ra-Ca-Co]
f et g sont les fonctions définies sur]0 ; +oo par: f(x) = In(x) et glx) = E\E

1) hestlafonction définie sur]0; +oo[ par: h(x) = g(x) — f(x).
a. Dresser le tableau de variations de la fonction h.
b. En déduire que pour tout réel x > 0, f(x) < g(x).

2) Démontrer que les fonctions x - xIn(x) — x etx — f;x x sont respectivement des primitives de f et g sur R**.

3) CyetC, sontles courbes représentatives des fonctions f et g dans un repére orthogonal.
D estle domaine délimité par Cr, C4 etles droites d'équations x = 1, x = €2,

a. Justifier que I'aire, en u.a, de D est donnée par: A(D) = flez(g x-f (x))dx.
b. Calculer A(D).
Exercice 42| [Ca]
Dans chaque cas, calculer la valeur moyenne de la fonction f sur l'intervalle I donné.
1) f()=—-x*+x-3;1=[-2;0].
e e T
2) g =—E=i1=0;1]
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[Re-Ra-Ca-Co] D’aprés BAC ES/L mai 2011
On considére les fonctions f, g et h définies sur R par :
fe)=e* ; glx)=—x+1 et h(x) = (x)—g(x)

On note Cf la courbe représentative de la fonction f et Ala droite représentant la fonction g dans un repere orthogonal.

Partie A : Position relative de C; et de 'une de ses tangentes

1) Vérifier par le calcul, que la tangente a C; au point d’abscisse 0 est la droite A.

Tie Spécialité Mathématiques - 2025/2026

2) Montrer que, pour toutx € R, R'(x) = 1 — e *.Puis, étudier les variations de la fonction h sur ]R.

3) En utilisant les questions 1. et 2. étudier la position relative de la courbe C; et de sa tangente au point d'abscisse 0.

Partie B : Calcul d’aire
1. Montrer que f h(x)dx == —-i; \ +
:5 . o
2. Soit @ un nombre réel strictement supérieur a 1. On appelle SR

D le domaine hachuré sur le graphique ci-contre. On note A

l'aire,
exprimée en u.a,, du domaine D.

a) Déterminer, en fonction de a, la valeur de A.

824

//V///”/y////j/j ] e

b) Déterminer la limite de A lorsque a tend vers +co.

- Page 13 -
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| Pour aller plus loin ]

[Ch-Re-Ra-Ca-Co]

On considére les fonctions f et g définies sur [0 ; 16] par:

fG)=In(x+1) et g(x) =In(x +1)+1 - cos(x).
Dans un repére orthonormé du plan (0 ; 7, ), on note LG i 1
C; et C, les courbes représentatives des fonctions f et g. T e

Comparer les aires des deux surfaces hachurées sur ce
graphique.

[Exercice 45| [Cb-Re-Ra-Ca-Co]

a et b sont deux nombres réels strictement positifs tels que a < b.
On consideére les droites d et d' d’équations respectives y = ax ety = bx dans un repére orthonormé. 7

f et g sont les fonctions définies sur l'intervalle ]0; +oo[par: f(x) = :—c et glx) = %de courbes représentatives S7et 377,

Exprimer en fonction de a et b I'aire en unité d’aire, du domaine coloré en violet ci-dessous.

[Ch-Re-Ra-Ca-Co]

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (0 ; 7, 7), pour tout entier naturel non nul n,
on note C, la courbe représentative de la fonction f,, définie sur R par:

fu@) =x +e™.
Sur le graphique ci-contre, on a tracé la courbe C,
pour plusieurs valeurs de I'entier n etla droite &/"d’équation x = 1.

L’objet de ce probléeme est I'étude de la convergence de la suite (1,,) définie sur N* par:

1

1
L= [ f@ax ol e ;

1) Interpréter graphiquementl, et conjecturer le sens de variation de la suite (I,,) et sa limite éventuelle.
2) Déterminer le sens de variation de la suite (1,,) etjustifier qu’elle converge.

3) Calculer la limite de la suite (1,,).
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[Re-Ra-Ca-Co] Avec des suites adjacentes

f estla fonction définie sur Pintervalle [0 ;1] par f(x) =x

Tie Spécialité Mathématiques - 2025/2026

et on note A l'aire, en unité d’aire, du domaine D situé sous la courbe C.

Pour un nombre entier naturel n > 2, on découpe l'intervalle [0;1] a l'aide de nombres a; = % aveck €{0;1;2..;n}.

Sur chaque intervalle [ay; ay4q) (avec0 <k <n—1),0n construit le rectangle Ry

hauteur f(Gy41)-

de hauteur f (a;,) et le rectangle R, de

On note u, lasomme des aires des rectangles Ry et v, la somme des aires des rectangles Rj.

1) Pour tout entier natureln = 2:
a. Justifierque u, <A< vn;

b. Vérifierqueu, =

2) a. Démontrer par récurrence que pour toutn =1, 13

b. En déduire 'expression de u, et v, en fonction de n (avecn = 2).

3) Démontrer que:
a. La suite (u,) est croissante ;
b. La suite (v,) est décroissante ;

c. lim (v,—u,)=0.
n-+oo

;1;'(13 +22 4+ m—1)3)etv, =-;1;(13 UL e

1!
1

3 ( estla courbe représentative de f dans un repére orthonormé

ot int (1‘-(1‘;—1)-)2

A1
Vot
JEiE
n 4] n n n

On dit dans cette situation, que les sultes (u,) et(v,) sontadjacentes.

4) a. Etablir que les suites (uy,) et (v,,) convergent et ont méme limite.

b. Interpréter cette limite en terme d’aire.

Pour les exercices 47 et 48, f est une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b].

C est la courbe représentative de la fonction [

n

[Re-Ra-Ca-Co] La méthode des milieux

On note xj, 1, .. Xp_  fes mifleux 4
vespectifs des intervafles %o 5 el

[T PO AR

Sur chaque intervalie (X i X1}
(avecosksn— 1), on construitle

rectangle de dimensions L
finks f
La somme 1, des aires des rectangles est donnée par X

7 4[?,;._‘.‘,.:1;\_35; b

n
Cette @ est une app ion de faire, enu.a,
du domaine sous la courbe €, Cest-i-dire de
&
j; Fixide.
Voidi une fonction Mitisux écrite en fangage Python
qui renvoie pour résuliat Ja somme 1, des aires des

Iy- LR, 1

[Re-Ra-Ca-Co] La méthode des trapzes

Sur chaque Intervalle 2 5 %ol 2
favec 0 < k = n — 1}, on construt
te trapeze T, comme i montre la
figure ci-contre.

1.a) Détenmirer aire du trapéze T,.
) Démontrer que fa somme des ¥
aires des trapezes T; est donnée

Cette somme est une approximation de Vaire, en tida.,
du domaine sous fa courbe % Cest-b-dire de

ij’x}d.\n

5 Lafonction Trapézes éctite en langage Python ren-
vote pour résuftat la somme K, des aires des frapezes.

Saint Joseph du loquidy 1a Salle

rectangles.
Hfrom math import ¢ Uidrew math import *
cedef £ix): ";def #{x)s
G yeenpixn) © yrexpix)
3 Fetury y % return y
i B
et Milieax(a,bom): i et Trapzes{d,bon):
e ga.sb-aim : bzii) -ayin
,J 66; & in range{t,0): g K={f{ajst {b)}/E
i s F{as ka2 150/ ) sl j‘"f.r""g’."i‘"} :
Tap*1 35 K=Ref{ask*p}
i retyen 1 et K=p*K
g i s - i ceturn K
ay Expliquer e cal ta vartable T et en particuiier s 5
Jnstruction d'affectation de fa kgne 11. :) i:?@:f::x::k:::e = vi_lz:bie K o
b) Saisir et tester cette fonction dans différentes situa- P Bl TancHbTs vl CRIETRCies
tions. tons.
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On découpe I'intervalle [a ; b] enn intervalles (n > 1) demémelongueurﬂél’alde des nombrres réels xg, X1, ..., Xg) - Xn«




